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Einleitung. 


Obwohl bereits die allgemeine ein-eindeutige cubische Verwandtschaft 
synthetisch und analytisch untersucht worden ist, und viele Specialfälle 
derselben wenigstens mit ihren Transformationsformeln und einigen wesent- 
lichen Eigenschaften gegeben worden sind*, so haben diese doch noch keine 
nennenswerthe constructive Anwendung gefunden; es möge mir daher dies- 
mal erlaubt sein zu zeigen, wie gerade die speciellsten cukischen Verwandt- 
schaften wegen ihrer ausserordentlichen Einfachheit und Uebersichtlichkeit 
insbesondere zu Constructionsaufgaben von Raumcurven dritter** und vierter 
Ordnung zweiter Art und Flächen zweiter und dritter Ordnung aus gegebenen 
Stücken sehr geeignet sind. Diese Constructionsaufgaben lösen sich immer 
in der Weise, dass sie auf bekannte oder wenigstens bekanntere algebraische 
Probleme zurückgeführt werden #** August hat gezeigt, wie die Fläche 
dritter Ordnung durch duploprojectivische Beziehung als Bild einer Ebene 
aufgefasst werden kann. Es kommt dies geometrisch darauf hinaus, dass 
man beliebig gelegene drei Paar Ebenenbüschel nimmt und jedes Paar 
projectiv in sich bezieht.ff 

Nenne ich die Ebenenbüschel nach den Axen s,8',, S8'5, 8383, SO 
sol NS, SA 8,5, 8 N 8’, sein. Durchläuft der Schnittpunkt dreier 
Ebenen von s,5,5; eine Ebene, so beschreibt der Schnittpunkt der drei 
entsprechenden Ebenen, welche durch s',s’,s’, gehen, eine Fläche dritter 
Ordnung. August studirt nun die Fläche dritter Ordnung mit Hilfe 
dieser Abbildung, die er sich mit seiner Duploprojectivität herstellt. 


* Noether, Mathem. Annalen, Bd. 3, eindeutige Raumtransformationen. 
Cremona, Theorie der Oberflächen. 
** Vergl. Sturm’s Untersuchungen über Raumcurven dritter Ordnung. Crelle, 
Bd. 80. | 
### Wegen der Zahl der Lösungen verweise ich auf Schubert’s „Abzählende 
Geometrie“. 
+ August, Disquisitiones de superficiebus tertii ordinis, Berolini 1862. 
+} Sturm, Flächen dritter Ordnung, pag. 44. Lpz. 1867. 
1* 
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Doch ist die räumliche Verwandtschaft, die durch diese Abbildung 
gegeben ist, noch kaum eingehend studirt worden*, und es ist dies viel- 
leicht darin zu suchen, dass auch diese Verwandtschaft wegen ihrer Com- 
plicirtheit noch keine besondere Verwendung finden konnte. Ich werde 
daher auch nicht lange bei dieser allgemeinen Verwandtschaft, welche die 
Willkürlichkeit der Axen der Ebenenbüschel voraussetzt, selbst verweilen, 
da insbesondere durch das Auftreten von Raumcurven dritter Ordnung, die 
eine besonders singuläre Rolle spielen, nur fern liegende Probleme ihre 
Lösung finden können. 


Vielmehr will ich nur vier Specialfälle einer näheren Untersuchung 
unterziehen und diese diesmal nur zu Constructionsaufgaben verwenden. 
Es wird sich aber im Laufe der Untersuchung recht deutlich zeigen, wie 
diese speciellen Verwandtschaften recht fruchtbar zu Untersuchungen von 
Curven- und Flächensystemen zu verwenden wären. | 


Capitel 1. 
Die Verwandtschaft. 


51. | 
Nach anfänglichen Auseinandersetzungen habe ich somit drei Paar 
Ebenenbüschel, welche nach ihren beliebig gelegenen Axen s,3',, Sg8'5, 838, 
heissen mögen, zu nehmen und s, N 8,5 7 $',, 85; N $', zu Setzen. 
Die Ebenenbüschel s,s,s, (s',s',s’;) denke ich mir im Raume (2) und 
die Punkte dieses Raumes von ihnen projieirt. Entsprechende Punkte 
werden dann von entsprechenden Ebenen projicirt. 


Wenn nun ein Punkt des Raumes 2% eine Gerade durchläuft, so werden 
5955; indem sie den laufenden Punkt zugleich projieiren, zu einander 
projectiv. Somit projiciren die entsprechenden Ebenen der drei Ebenen- 
büschel s’,s',s’,, da letztere zu einander projectiv sind, die Punkte einer 
Raumcurve dritter Ordnung. Dabei treten s’,s’,s’, als Sehnen der Raum- 
curve auf. | 


Ich kann somit sagen: 
Einer Geraden des Raumes 2 (X) entspricht in X’(X) eine 


. . f . ! ! f 
Raumeurve dritter Ordnung, die die Axen 3,8 (s8,8,3,) zu 
Sehnen hat. 


* Siehe Noether, Mathem. Annalen, Bd. 3, Eindeutige Raumtransformation. 
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Wenn nun der Schnittpunkt von drei beweglichen Ebenen von 
515953 (8',8',8',) in Z(X) eine Fläche nt” Ordnung durchläuft, so durch- 
läuft der Schnittpunkt der drei entsprechenden Ebenen durch s',s',s',(s; 5,5;) 
in Z'(X) eine Fläche von einer sogleich zu bestimmenden Ordnung. Eine 
beliebige Gerade in X’(X) schneidet sie in so viel Punkten, als die Raum- 
eurve dritter Ordnung in X (X), die der beliebigen Geraden entspricht, die 
Fläche n‘® Ordnung schneidet. Das Bild der Fläche n!® Ordnung ist so- 
mit von der Ordnung 3n. Ferner sehen wir, wenn wir eine Gerade a be- 
trachten, welche der Schnitt einer Ebene « von s; mit einer Ebene # ist, 
dass dieser Geraden im andern Raume der Schnitt einer Ebene durch s’; 
mit einem Hyperboloide entspricht. Lassen wir nun « alle Lagen annehmen, 
so beschreibt a ein Strahlenbüschel, somit die ganze Ebene, und diesen 
Geraden entsprechen dann die Schnitte homologer Elemente eines Ebenen- 
büschels s; und eines Hyperboloidbüschels, die zu einander projeetiv sind, 
wie leicht zu ersehen ist.* 

Wir können somit sagen: 

Den Punkten einer Fläche »!® Ordnung entsprechen im 
andern Raume im Allgemeinen die Punkte einer Fläche 3n'* 

Ordnung. 

Wenn wir das Bild einer beliebig gegebenen Curve n‘® Ordnung mit 
einer Ebene zum Durchschnitt bringen, so entsprechen diesen Schnittpunkten 
diejenigen einer Fläche dritter Ordnung mit der gegebenen Curve n‘° Ord- 
nung. Und da die Algebra lehrt, dass letztere 3» Schnittpunkte besitzen, 
so wollen wir sagen: 

Jeder Curve n‘“ Ordnung entspricht im andern Raume eine 
von der Ordnung 3n. 

Dies natürlich auch nur im Allgemeinen, und es wird eine Haupt- 
aufgabe sein, die Ausnahmen zu untersuchen. 

Betrachten wir jetzt die Regelschaar, von welcher s, 5,5, Leitlinien sind, 
so sehen wir, dass den einzelnen Geraden dieser Regelschaar die Punkte 
einer Raumcurve dritter Ordnung entsprechen, die wir die Hauptcurve des 
Raumes 2’(H',) nennen, und die s’,s',s', zu Sehnen hat. Desgleichen ent- 
sprechen den einzelnen Geraden der Regelschaar, von welcher s',s',s’, Leit- 
linien sind, die Punkte einer Raumecurve dritter Ordnung (H,), (Hauptcurve 
des Raumes L), die die Axen s,s,s, zu Sehnen hat. 

Ferner ist eben so leicht ersichtlich, dass den Punkten von s, 5,5; (8',s’gs's) 
im andern Raume Gerade entsprechen. Z. B. entsprechen den Punkten von 


s; die Transversalen von s',s’,(H',) u. s. w. 


* August, Disquisitiones .., 


Wir können daher sagen: 

Jeder der Räume X und X besitzt je drei Gerade und eine 
Raumcurve dritter Ordnung (Haupteurve des Raumes), deren Punkten 
im andern Raume Gerade entsprechen. 

Durch 3,35, (8,8’,8';) ist eine Regelschaar bestimmt, zu der auch 
818985 (8';8',8',) gehören. Jeder Geraden dieser Regelschaar entspricht im 
andern Raume die Hauptcurve desselben punktweise. 

Wir sagen daher: 

In jedem der Räume % und X befindet sich eine Regelschaar: 
deren Geraden den Punkten der Hauptcurve des andern Raumes 
entsprechen. 

Wir wollen nun nach dem Bilde einer Curve n‘" Ordnung fragen, 
die mit den Geraden s;(s';) und der in diesem Raume gelegenen Haupt- 
curve p Punkte gemein hat. Wir haben gesehen, dass jedem dieser Schnitt- 
punkte im andern Raume eine Gerade entspricht — das heisst aber: „das 
Bild ist zerfallen in p Gerade und eine Curve (3n — p)'* Ordnung.‘ 
Wir wollen zur leichteren Ausdrucksweise als eigentliches Bild einer 
Curve dasjenige bezeichnen, das dem Originale punktweise entspricht. 
Wenn einem Punkte einer Curve dem entgegengesetzt z. B. eine Gerade 
entspricht, so will ich die Gerade ein uneigentliches Bild vom Punkte nennen. 

Mit dieser Bezeichnung ergiebt sich der Satz: | 

Einer Curve n‘" Ordnung, welche die Geraden s;(8';) und die 
zu diesem Raume gehörige Hauptcurve dritter Ordnungim Ganzen 
pmal schneidet, entspricht im andern Raume als eigentliches 
Bild eine Curve von der Ordnung 3n —p. 

Betrachten wir schliesslich noch die drei Hyperboloide, die als Erzeugniss 
der drei Paar projectivischen Ebenenbüschel s,s’;, s,8',, 838’, sich ergeben, 
so durchdringen sich diese in acht Punkten. Durch jeden derselben gehen 
drei Ebenen von s,s,s, und drei Ebenen durch s',s',s',, die I entsprechen. 

Daher gilt der Satz: 

Unsere Verwandtschaft besitzt im Allgemeinen acht sich 
selbst entsprechende Punkte. 

Im „Allgemeinen“, weil in speciellen Fällen es Sch gestalten kann, 
dass eine Gerade, ein Kegelschnitt oder auch eine Raumcurve dritter Ord- 
nung sich punktweise selbst entspricht. Wir brauchen z. B. nur drei Punkte 
einer Geraden als sich selbst entsprechende Punkte zu fixiren, damit sich 
schon alle Punkte der Geraden entsprechen. 

Ich bemerke endlich noch, dass die Verwandtschaft festgelegt ist, wenn 
die drei Axen jedes Raumes und drei Punkte mit ihren entsprechenden 
gegeben sind. Denn damit ist die Projectivität der drei Paar Ebenen- 
büschel fixirt. 


S 2. 
Allgemeines über die Specialfälle. 

Wir gehen nun zu Specialfällen über und werden während ihrer Unter- 
suchung zeigen, wie dieselben ein einheitliches Princip zur Reduction einer 
grossen Zahl von Constructionen der Raumcurve dritter Ordnung aus ge- 
gebenen Stücken auf einfachere algebraische Probleme bilden.* Aehnliches gilt 
bei Constructionen der Fläche dritter Ordnung, wenn auch nicht in derselben 
Ausdehnung. Auch die geradlinige Fläche zweiter Ordnung lässt sich unter 
gewissen Bedingungen, denen man meines Wissens noch nicht gerecht werden 
konnte, construiren. Schliesslich möchte ich die gegebenen Constructionen 
von rationalen Raumeurven vierter Ordnung und Kegelschnitten im Raume 
erwähnen. 

Vor Allem wollen wir zeigen, dass unsere Verwandtschaft die Collineation 
als Specialfall in sich enthält. Wir brauchen in der That nur den Trans- 
versalen von $,s,5, die Transversalen von s’,s’,s', projectiv zuzuweisen, da- 
mit dieser Fall sich ergebe. Dasselbe erreichen wir, wenn wir s,5,5; und 
auch s’,s’,s’, in Ebenen legen, die sich entsprechen sollen. 


Capitel II. 
Erster Speecialfall. 


S 3. 

Zu einem zu Constructionen recht brauchbaren Specialfall gelangen 
wir, wenn wir die drei Axen des einen Raumes 2:s,55, in eine Ebene 
legen, die drei Axen des andern Raumes X: s',s',s’, jedoch windschief lassen. 
Es ist leicht zu sehen, dass in dem Raume 2, wo alle Axen sich schneiden, 
eine Raumcurve dritter Ordnung, deren Punkten die Transversalen von 
s',s',s', entsprechen, die also Haupteurve (H,) ist, auftritt. Diese Raumcurve 
geht, da sie durch die projectiven Ebenenbüschel s,sys, erzeugt wird, durch 
die drei Schnittpunkte der Axen (s. lithogr. Tafel Fig. 1). Dabei soll der Schnitt- 
punkt von s,5, H,, der von s,s, H, und schliesslich der von s,s, H, heissen. 
Im Raume ! giebt es statt der Hauptcurve einen ausgezeichneten Punkt A, 
den wir Hauptpunkt des Raumes 2% nennen wollen, während H,H,H, die 
Hauptpunkte von X heissen sollen. H' entspricht allen Punkten der Ebene s, sy 5;. 

Jeder Geraden des Raumes % entspricht eine Raumcurve 
dritter Ordnung, die aber stets durch A’ gehen und die drei 
Geraden s',s',s’, zu Sehnen haben wird. 


* Man vergleiche Sturm ’s Untersuchungen über Raumcurven dritter Ordnung. 
Crelle, Bd. 79 u. 80, ferner Schröter’s Flächen zweiter Ordnung, Leipzig 1880. 


Und umgekehrt: 

Jeder Raumcurve dritter Ordnung, die durch H’ geht und 
s]8’98',; zu Sehnen hat, entspricht in & eine Gerade.* Denn das 
Erzeugniss dreier projectiver Ebenenbüschel, die eine Ebene entsprechend 
gemein haben, ist eine Gerade. Es lassen sich mit diesen Bemerkungen 
mit Hilfe dieses Specialfalles der Verwandtschaft im Raume %’ bereits 
Constructionen von Raumceurven dritter Ordnung ausführen, die aber immer, 
da wir sie als Bilder der Geraden des Raumes & ansehen wolien, drei 
Sehnen s’,s',s', und einen Punkt H' mit einander gemein haben. Das heisst, 
wir können, indem wir die Raumceurve dritter Ordnung als das Bild von 
einer Geraden auffassen, in den einzelnen verschiedenen Specialfällen der 
Verwandtschaft nur immer Raumcurven dritter Ordnung, die einem ent- 
sprechenden vierstufigen System angehören, construiren. Es ist damit sicht- 
bar, wie jeder Specialfall unserer Verwandtschaft zum Studium der auf- 
tretenden Systeme von Raumcurven und Flächen dritter Ordnung einladet; 
wir wollen aber diesmal uns mit diesem Hinweis begnügen, um dem Titel 
der Arbeit gerecht zu werden. 


8 4. 


Constructionen von Raumeurven dritter Ordnung mittels 
des ersten Specialfalles. 

Um den gegebenen Specialfall zu, Constructionen von Raumeurven 
dritter Ordnung, von denen stets die Sehnen s’,s’,s, und der Punkt H’ 
gegeben sein sollen, in Anwendung zu bringen, wollen wir für alle diese 
Constructionen uns einen Raum X’ construiren, der s’,s',s', zu Axen und 
H' als Hauptpunkt hat. Die Construction des Raumes & bleibt in unserm 
Belieben, nur müssen sich die Axen dieses Raumes in drei beliebigen 
Punkten M,H,H, schneiden. Den Ebenen s,H,, s,H,, s,H,, die hier in 
einer Ebene vereinigt liegen, haben die Ebenen s’,H', s',H', s',H' zu ent- 
sprechen. Nun kann man noch immer irgend zwei beliebigen Punkten 
von 2 zwei beliebige Punkte von X’ als entsprechende zuweisen, damit 
die Projectivität der drei Paar Ebenenbüschel vollkommen bestimmt ist. 
Wir wollen zur Einfachheit jede Raumcurve dritter Ordnung, die s',s’,s'’, 
zu Sehnen hat und durch H' geht, mit dem Symbol (',(s',s',s',H") be- 
zeichnen. Wird eine solche Curve durch weitere Bedingungen bestimmt, 
so wollen wir diese noch in die Klammer setzen. Wir bezeichnen einen 

Punkt, durch welchen die Curve noch gehen soll, mit P', oder wenn es 
noch mehrere sein sollen, mit P',P',..., Sehnen, die die Curve noch besitzen 


* Die Umkehrungen dieser Sätze, die sich stets leicht ergeben, sind für uns 
darum wichtig, weil sie den Beweis enthalten, dass die folgenden Constructionen 
alle Lösungen erschöpfen. 
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soll, mit s’s*. Wenn die Raumcurve dritter Ordnung gegebene Secanten + be- 
sitzen soll, so werden wir diese mit /',1’,l’,... bezeichnen. Eine einfache Be- 
rührungsebene soll mit ’, eine Osculationsebene mit '? bezeichnet werden. 
Wenn die Oseulation im Punkte P' erfolgen soll, so soll dies durch n2p' 
ausgedrückt werden. Wenn die Berührung von x’ in einer Geraden I! oder 
in einem bestimmten Punkte P' stattfinden soll, so will ich dies mit 1! ‚z'p' 
ausdrücken. Eine Tangente soll mit b’, der Berührungspunkt mit B' ge- 
geben sein. Die Bilder dieser bestimmenden Stücke wollen wir mit den 
gleichen Buchstaben, aber ohne Accent bezeichnen. Die Constructionen 
wollen wir. nur skizziren, da dieselben sich aus der Verwandtschaft un- 
mittelbar ergeben. Dabei werden wir auch meist voraussetzen, dass die 
gegebenen Stücke bereits in den andern Raum transformirt worden sind. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung (', (8, s’,s', A’, U,P") 
reducirt sich auf die der gemeinschaftlichen Strahlen der beiden Kegel dritter 
Ordnung, die im Punkte P ihren Scheitel und /,!, zu Leitlinien haben. 
Dabei sind drei Strahlen auszuschliessen, die von P zu den Hauptpunkten 
des Raumes & gehen, denn diese Strahlen liefern Bilder, die keine eigent- 
lichen Raumcurven dritter Ordnung sind. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung (', (s',s’,s', H's'U,l,) 
besteht, nachdem wir s’!’,l', nach X transformirt haben, in dem Aufsuchen der 
Sehnen von s, welche mit !, und /, je einen von H, H,H, verschiedenen Punkt 
gemein haben. Die Bilder dieser Geraden geben die Lösungen der Aufgabe- 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung (', (s',s’,s'’, H'P'l'm) 
wird auf die der Geraden zurückgeführt, die durch P gehen, die Fläche dritter 
Ordnung x berühren und die Raumcurve dritter Ordnung / einfach schneiden. 

Da die Flächen dritter Ordnung, die den Ebenen des Raumes X’ ent- 
sprechen, in H,H,H, Doppelpunkte haben, wie wir noch sehen werden, 
so haben wir die Geraden, die von P an die Hauptpunkte HM, H,H, gehen, 
doppelt gezählt zum Abzug zu bringen. Wir haben somit nur zwölf Lösungen. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung 0’, (sd, s',s',H'Ux's') 
wird zurückgeführt Auf die Aufgabe, Sehnen von s zu suchen, die / schneiden 
und x berühren. Die Bilder dieser Geraden lösen die Aufgabe. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung (', (s',s',s, H'’P'w' |") 
reducirt sich auf die Aufgabe, Gerade zu finden, die durch P gehen und 
7%, berühren. Allein die Geraden, die von P zu H,H,H, gehen, sind 
Doppelgerade für jeden der beiden Tangentenkegel von P zu n, und m, 
und keine eigentlichen Tangenten der Flächen, daher haben diese keine 
Lösungen zu ihren Bildern. Da in diesen drei Geraden zwölf Schnittlinien 
der beiden Tangentialkegel vereinigt liegen, so ist die Zahl der Lösungen 24. 


+ Secante nennen wir eine Gerade, die eine Raumcurve nur einmal schneidet. 
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Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung (0, (s', s'’,s',H's'w,w',) 
reducirt sich auf die Auffindung der Sehnen von s, die die Flächen a 
Ordnung ,, berühren. Die Bilder dieser Geraden lösen die Aufgabe. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung (O', (s',s',s', H'’P'n?) 
redueirt sich auf die Construction der Haupttangenten von , die durch P 
gehen. Es giebt deren bekanntlich sechs und diese lösen mit ihren Bildern 
die Aufgabe. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung 0", (s',s’,s’, H'P! #i) 
wird auf die Auffindung der Geraden durch P reducirt, welche x in einem 
Punkte von I berühren; m geht durch |. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung 0’ (er H'v’ B") 
reducirt sich auf die des Bildes der Tangente von b in B. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung (O', (s',s’,s', H'V'l') 
reducirt sich auf das Aufsuchen jener Tangenten von b, die von der Raum- 
curve dritter Ordnung / geschnitten werden. Die Aufgabe wird um drei 
Einheiten reducirt, da die Tangenten von b, die H,H,H, zu Berührungs- 
punkten haben, keine Lösungen geben. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung (', (ss, P" ı') 
reducirt sich auf das Auffinden der drei Geraden, die vw im Punkte P be- 
rühren und } schneiden. Somit haben wir drei Lösungen. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung C', (s',s’,8',.H' „2 PN 
reducirt sich auf das Auffinden der Haupttangenten der Fläche vw im Punkte P. 

Zu anderen interessanten Constructionen der Raumcurve dritter Ord- 
nung wird man geführt, wenn man sich fragt, was in diesem Specialfall 
der Verwandtschaft den einzelnen Punkten der Axen s’,s’,s’, entspricht. 
Wir sehen sofort, dass hier statt der früheren Geraden von Regelflächen 
zweiten Grades die Geraden von Kegeln auftreten, die ihre Scheitel in 4, H,H, 
haben. 

Wir können somit sagen: 

Den Punkten der Axen s',s’,s, des Raumes X’ entsprechen 
die Strahlen der Kegel mit den Scheiteln H,Z4H, in 2, die die 
Hauptcurve zur Leitlinie haben. 

Damit sind wir nun in die Lage gesetzt, eine Raumcurve dritter Ord- 
nung als das Bild einer Geraden des Raumes % zu construiren, die eine 
oder mehrere der Axen s’,s’,s', zu Tangenten hat. Z. B. jede Tangente 
des Kegels, welcher die Haupteurve projieirt und 4, zum Scheitel hat, 
wird zum Bilde eine Raumcurve dritter Ordnung haben, die s’, zur Tan- 
gente, s',s', zu Sehnen hat, und die schliesslich noch durch H' gehen wird. 

Damit lösen sich unter andern die Aufgaben: 

Es ist eine Raumcurve dritter Ordnung zu construiren, wenn von 
derselben zwei Punkte, zwei Sehnen, eine Tangente und eine sie schneidende 
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Gerade gegeben ist. Es zerfällt hier, wie leicht zu ersehen, die Auf- 
gabe vierten Grades in zwei des zweiten. 
Oder auch: 

Es sind von einer Raumcurve dritter Ordnung eine Sehne, zwei 
Tangenten und zwei Punkte gegeben. Es ist die Raumcurve dritter 
Ordnung zu construiren. Die Aufgabe vierten Grades zerfällt in zwei 
vom zweiten und besteht in der Construction der beiden Paare von 
Tangentialebenen, die von einem Punkte an zwei der oben erwähnten 
Kegel zweiten Grades gehen. 

Durch weitere Combination von Bedingungen ergeben sich weitere Auf- 
gaben, die dem Leser überlassen bleiben. 


8:5, 


Weitere den ersten Specialfall betreffende Sätze. Verwendung 
derselben zu Constructionen von rationalen Raumcurven vierter 
Ordnung. 


Nachdem wir gezeigt haben, dass man mit diesem Specialfall, ohne 
ihn genauer erörtert zu haben, so manche Construction von Raumcurven 
dritter Ordnung ausführen kann, wollen wir zum weiteren Studium des- 
selben übergehen. 

Betrachten wir die Punkte einer Geraden des Raumes X, die durch H' 
geht, so sehen wir, dass den drei Ebenen der Ebenenbüschel s’,s',s’,, die 
durch Z' gehen, drei zusammenfallende Ebenen der Ebenenbüschel s,s,5; 
entsprechen. 

Wir schliessen daraus: 


Einer Geraden des Raumes X, die durch H’ geht, entspricht 
‘eine Gerade des Raumes 2, die eine Sehne der Hauptcurve (H,) 
des Raumes X ist. 

Da dem Punkte H’ die ganze Ebene s,s,s, entspricht, so wird einer 
Ebene E’ durch H' als eigentliches Bild nur eine Fläche zweiter Ordnung 
E entsprechen können. 


Es ergiebt sich somit der Satz: ” 

Einem Strahlenbüschel des Raumes X, mit dem Scheitel ZH’, 
entspricht im Raume X eine Regelschaar, auf welcher die Haupt- 
curve (H,) liegt. 

Wir können durch H' zu den Axen s',s’,s’, drei Transversalen ziehen, 
die im Raume X’ eine Rolle spielen. Wir bezeichnen die Transversale zu 
s',s', mitt',, die zu 8’, s’, mitt’, und schliesslich die zu s',s’, mitt’, (s.lithogr. Tafel 
Fig. 1). Jede dieser Transversalen ist der Schnitt zweier Ebenen von zwei 
der Ebenenbüschel s',s'’,s’,, welche H' projieiren. 
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Daher ergiebt sich: 

Der Transversalen 2’; und jedem ihrer Punkte entspricht die 
Axe s; und umgekehrt. 

Einem Hauptpunkte H7, entsprechen in X’ die Punkte der Ebene, die 
H' mit s', verbindet. Daraus folgt: 

Einer Ebene des Raumes 2%, die durch einen der Hauptpunkte 
H, geht, entspricht eine Fläche zweiter Ordnung, die s/;s', ent- 
hält. | 

Letzteres ergiebt sich sofort bei Betrachtung der Kegel, die den Punkten 
der Axen s’,s’,s', entsprechen. * 

Da ein Kegelschnitt des Raumes 2, der durch einen der Hauptpunkte 
H, geht, als eigentliches Bild nur mehr eine rationale Raumceurve vierter 
Ordnung haben kann, da t';t', als uneigentliche Bilder des Hauptpunktes 
FH, angesehen werden können, so haben wir es in der Hand, rationale Raum- 
curven vierter Ordnung zu construiren, die bestimmten Bedingungen unter- 
liegen. So wird z. B. ein Kegelschnitt durch H, eine C’, liefern, die s’, 
zur Sehne oder Tangente, s’,s', aber zu Doppelsehnen hat. Dies folgt 
aus den Schnittpunkten des Kegelschnitts mit den Kegeln, deren Strahlen 
den Punkten der Axen s’,s',s', entsprechen. Ferner wird die Raumeurve 
vierter Ordnung noch durch M' gehen müssen. Wollen wir also eine 
rationale Raumeurve vierter Ordnung construiren, die die Gerade s’, zur 
Sehne oder Tangente, s’,s’, zu Doppelsehnen hat und die durch den Punkt 
H' geht, so brauchen wir nur s',s',s', zu Axen und H’ zum Hauptpunkt 
eines Raumes X’ zu machen. Die Axen des Raumes & unterliegen der 
einzigen Bedingung, in einer Ebene liegen zu müssen. Wir haben nur noch 
die weiteren Bestimmungsstücke, die die Raumcurve vierter Ordnung fixiren 
und der verschiedensten Art sein können, hinzuzufügen; z. B. könnte ver- 
langt sein eine rationale Raumcurve vierter Ordnung zu construiren, wenn 
von ihr ausser den bekannten Bestimmungsstücken s’,s'’,s', und H' noch 
zwei Punkte und zwei Secanten gegeben sind. Oder: wenn von ihr eine 
Tangente s’,, zwei Doppelsehnen s’,s’,, zwei Punkte H’P’ und drei Secanten 
l',U',V', gegeben sind. Im letzten Falle redueirt sich, wie leicht zu sehen, 
de Aufgabe auf die Construction eines Kegelschnitts, der in einer Tan- 
gentialebene des Kegels H, (H,)** liegt, welche durch P geht. Die fünf 
bestimmenden Punkte des Kegelschnitts sind H, P und je ein Schnittpunkt 
der Raumeurven 7',1',l',. Weitere Construetionen ergeben sich durch Com- 
binationen von noch möglichen Bedingungen, die wir dem Leser überlassen, 


* Dies ergiebt sich auch daraus, weil die zerfallene Fläche dritter Ordnung 
die drei Axen s’,s’,s’, enthalten muss. 

** H; (H,) soll der Kegel sein, dessen Spitze H,; ist und der die singuläre 
Hauptcurve (H,) projicirt. 
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Constructionen von rationalen Raumcurven vierter Ordnung, die nicht 
durch den Hauptpunkt H' gehen, ergeben sich, wenn man das Bild eines 
Kegelschnitts betrachtet, der zwei der Axen s,s,5, in irgend welchen zwei 
Punkten schneidet. Zu Früherem zurückkehrend, fragen wir nach dem 
Bilde einer beliebig gelegenen Ebene E’ des Raumes X. Die Ebene E' 
schneidet s’,s’,s',, t/,t/,t'’, in sechs Punkten, denen Gerade entsprechen, von 
welchen je drei durch jeden der Punkte 4, H,H, gehen. 


Somit ergiebt sich: 
Einer Ebene des Raumes X entspricht eine Fläche dritter 
Ordnung mit drei Doppelpunkten in H,H,H,. 


Nach Früherem wissen wir auch, dass sie durch die Hauptcurve geht, 
denn die Transversalen von s',s’,s', schneiden EZ’ in den Punkten eines 
Kegelschnittes, dessen Bild die Hauptcurve (H,) ist. 


Einer Ebene des Raumes 2% entspricht eine Fläche dritter 
Ordnung, die s,s,s, enthält und HZ’ zum Doppelpunkte hat. 


Denn eine Ebene E des Raumes 2 schneidet s,s,s; in drei Punkten, 
denen die Transversalen ?',t',t’, entsprechen, die dem Bilde E’ von E an- 
gehören. Somit gehört der Schnittpunkt HZ’ der drei Geraden t’,t',t', als 
Doppelpunkt der Fläche an. E wird ferner von den drei Kegeln H, (H,), 
H, (H,), H, (H,) in Kegelschnitten geschnitten, denen als eigentliche Bilder 
die Axen s',s',s', entsprechen. 

Einer Fläche dritter Ordnung, die s’,s,s', enthält, und H’ 
zum Doppelpunkte hat, entspricht in 2 eine Ebene. 


Denn einer Fläche dritter Ordnung in 2’ entspricht im Allgemeinen 
in &£ eine Fläche neunter Ordnung. In unserem Falle zerfällt die Fläche 
neunter Ordnung in die drei Kegel H, (H,), H,(H,), H,(H,) und die 
Doppelebene H,H,H, und in das eigentliche Bild der Fläche dritter Ord- 
nung, welches als Rest nur mehr eine Ebene sein kann. 


8 6. 
Constructionen von Flächen dritter Ordnung. 


Wir sind nun in der Lage, Constructionen von Flächen dritter Ordnung, 
die drei gegebene Gerade s’,s’,s’, und einen Doppelpunkt 7’ besitzen, mittelst 
weiteren Bedingungen zu fixiren und auf einfachere algebraische Probleme 
zurückzuführen. Wir brauchen uns nur einen Raum X zu construiren, der 
die gegebenen Geraden s’,s',s', zu Axen und H’ zum Hauptpunkte hat. 
Die drei Axen des Raumes 2 s,55, unterliegen nur der Bedingung, sich 
in drei Punkten zu schneiden. Schliesslich muss noch die Projectivität der 
Ebenenbüschel s;s’; auf beliebige Weise vollkommen festgelegt werden. 
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Die weiteren Bestimmungsstücke der zu construirenden Fläche, die im 
Raume X’ gelegen gedacht wird, transformiren wir nach X, wo wir dann 
Ebenen zu construiren haben, deren Bilder die Lösungen liefern. Wir 
wollen einige Beispiele geben: 

Dabei sollen s’,s',s', Gerade der Fläche, Z' einen Doppelpunkt, A’ eine 
Haupttangente, WB" eine Haupttangente mit dem Berührungspunkt, d',b/,... 
Tangenten, P',P',... Punkte, n',n’ 


9... Berührungsebenen, m'B! eine Be- 
rührungsebene, VB’! eine Tangente mit ihren Berührungspunkten bedeuten. 
Wir werden die zu construirende Fläche mit F’, bezeichnen und die Be- 
stimmungsstücke derselben hinzusetzen. 

Die Construction der Fläche F',(s',s',s',H'P'h') reducirt sich auf die 
der Bilder der drei Schmiegungsebenen, die sich von P an die Raumcurve 
dritter Ordnung h legen lassen. Wenn statt der Bedingungen P'# die 
Bedingungen WB’ gegeben sind, so gehen die drei Lösungen in eine über. 

Die Construction der Fläche F", (s',s',s',H'bV,b,P',) reducirt sich auf 
die der Bilder der gemeinsamen 'T'angentialebenen der beiden Kegel vierter 
Klasse, die P, zur Spitze und b,b, zu Leitlinien haben. 

Wird in dieser Aufgabe eine Tangente z. B. b’, durch einen Punkt 
P', ersetzt, so redueirt sich die Zahl der Lösungen auf vier. 

Die Construction der Fläche F',(s',s’,s,H'V,b',b',) redueirt sich auf 
die der Bilder der gemeinschaftlichen Tangentenebenen der drei Raumcurven 
dritter Ordnung b, byb;. 

Die Construction der Fläche F',(s',s',s',H'n'P'V') redueirt sich auf 
die der Bilder der gemeinschaftlichen Berührungsebenen des Tangenten- ° 
kegels von Pan vw und des Kegels, der P zur Spitze und b zur Leitlinie hat. 

Tritt statt der Bedingungen m’ P'b' die Bedingung w'B', so haben wir 
nur die Tangentialebene in B an zu construiren und deren Bild zu suchen. 

Die Construction der Fläche F',(s',s',s,H'n',nw,P') reducirt sich auf - 


die der Bilder der gemeinsamen Berührungsebenen der Tangentenkegel 


von P an m,n,. Wenn nun P durch eine dritte Berührungsebene w', er- 
setzt wird, so besteht die Reduction der Aufgabe in der Construction der 
gemeinsamen Berührungsebenen von 77,7%, 7%,. 


Capitel III. 
Zweiter Specialfall. 
8 7. 


Wir gehen nun zu einer weiteren Specialisirung dieses Specialfalles 
der Verwandtschaft über (s. lithogr. Tafel Fig. 2). Wir legen den Hauptpunkt 
des Raumes X’ d.i. H’ auf eine beliebige Transversale s’, von s',s'as'z. 
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Dadurch aber werden alle Punkte der Transversalen s’, zu Haupt- 
punkten, denn jedem Punkte von s’, entspricht jetzt die Ebene s,5,5,. s', 
möge die Hauptlinie des Raumes X’ heissen. 

Es folgt nun: 

Die Haupteurve (H,) des Raumes X geht in eine Gerade 
s, über. 

Denn die Punkte, die den Transversalen von s',s',s', entsprechen, 
erhalten wir als Erzeugniss von drei projectiven Ebenenbüschel s,s,s,, die 
die Ebene ihrer Axen entsprechend gemein haben. 

Umgekehrt gilt der Satz: 

Geht die Haupteurve (H,) in eine Gerade s, über, so wird 
der Hauptpunkt A’ durch eine Hauptlinie s’, ersetzt. 

Da jedem Punkte der Ebene s,s,s, die ganze Hauptlinie s', entspricht, 
so folgt: 

Einer Geraden des Raumes 2 entspricht als eigentliches 
Bild ein Kegelschnitt, der jede der Axen s’,s,s, und die Haupt- 
linie s’, je einmal schneidet. 

Denn unsere früheren Kegel, deren Strahlen den Punkten der Axen 
des Raumes X’ entsprochen, sind hier in Strahlenbüschel mit den Scheiteln 
H,H,H, übergegangen, die die singuläre Gerade s, des Raumes 2 projiciren. 
Da nun jede Gerade nur einen Strahl eines jeden dieser Büschel H,s,, Hs, 
H,s, schneidet, so enthält das Bild der Geraden auch nur einen Punkt 
jeder der Axen s',s',s',. 

Auf gleiche Weise ergiebt sich: 

Einer Curve n‘® Ordnung des Raumes % entspricht als eigent- 
liches Bild eine Curve von der Ordnung 3n—n, die jede der 
Axen s',s’,s, und die Hauptlinie s, nfach schneidet. 

Jedem Kegelschnitt, der s',s’,s', und s’, je einmal schneidet, 
entspricht in &£ eine Gerade. 

Denn das Bild des Kegelschnittes wird durch drei projective Ebenen- 
büschel s,s,s,, welche die Ebene (s, s,s,) entsprechend gemein haben, erzeugt. 

Der Axe s;, und deren Punkten entspricht der Schnittpunkt 
von s', mit sl; 

Dem Hauptpunkte H; entsprechen alle Punkte der Ebene s';s',. 

Jeder Ebene E des Raumes % durch s, entspricht in X eine 
Ebene E!, die s’, enthält. 

Denn den Punkten von s, entspricht eine Fläche zweiten Grades, 
die als ein uneigentliches Bild der Ebene X anzusehen ist. Ferner schneidet 
E die Ebene (s,s,s,) in einer Geraden, deren Punkten s’, entspricht. Somit 
muss die Ebene Z’ s’, enthalten. 
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Es ergiebt sich nun weiter: 

Die Ebenen des Ebenenbüschels s, stehen mit den ent- 
sprechenden Ebenen des Ebenenbüschels s', in projectiver Be- 
ziehung.* 

Denn schneiden wir irgend vier Ebenen des Ebenenbüschels s, mit 
einer beliebigen Geraden g des Raumes 2%, so erhalten wir vier Schnitt- 
punkte ABCD, denen vier Punkte A'’B'C'D! einer Ebene des Raumes X 
entsprechen. Diese Ebene enthält das Bild von 9, welches ein Kegelschnitt 
ist. Letzterer enthält ausser A’B’O'D' noch die Schnittpunkte der Axen 
s',s's’; und der Hauptlinie Ss, mit der Ebene. Nach Construction der 
Verwandtschaft besteht nun die Relation 

s (ABCD) A s',(A'B'C'!D), 
i=1,2,3. 

Da aber s’, das Bild von g schneidet, so folgt: 

s,(ABCD) X s,(4!B'C'D). 

Es ergiebt sich weiter: | 

Den Geraden des linearen Complexes mit der Axe s, ent- 
sprechen die Geraden des linearen Complexes mit der Axe s},. 

Denn jeder Geraden g, die s, schneidet, entspricht ein in zwei Gerade 
zerfallender Kegelschnitt und die Hauptlinie s',. 

Dem Schnittpunkte von 9 mit s, entspricht als uneigentliches Bild 
eine Transversale zu s',s',s'’,. Das eigentliche Bild von g, d.i. die Gerade g', 


wird daher letztere Transversale und s’, schneiden. Anderseits entspricht 


jeder Geraden g’, die s’, schneidet, eine Gerade 9, die s, schneidet, als 
das Erzeugniss dreier projectiver Ebenenbüschel s,s,s;, die die Ebene (s, s,s,) 
entsprechend gemein. haben. 

Es folgt weiter aus ähnlichen Gründen: | 

Den Geraden des Raumes % der linearen Strahlensysteme 
mit den Axen s;s, entsprechen die Strahlen der Bündel mit den 
Scheiteln (s';s',). | | 

Einer Geraden g'’ des Raumes X! entspricht eine Curve 
dritter Ordnung, die s, zur Sehne hat und durch die drei 
Punkte H,H,H, geht. 

Denn jede Gerade g’ schneidet zwei Transversalen von s’,s',s', und 
die Ebenen, die H,H,H, entsprechen, je einmal. 


Jeder Raumcurve dritter Ordnung, die durch H,H,H, geht 


und s, zur Sehne hat, entspricht in X eine Gerade. 
Denn einer Raumcurve dritter Ordnung entspricht, wenn sie durch 
H,H,H, geht, das Erzeugniss dreier projectiver Ebenenbüschel s',s',s',. 


* s, und s’, spielen daher die Rollen von Axen, 
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Da aber die Raumcurve dritter Ordnung zweimal s, schneidet, und jedem 
dieser Schnittpunkte eine Transversale von s',s',s’, entspricht, so ist ihr 
eigentliches Bild eine Gerade. 


Jedem Kegelschnitt K', des Raumes >, der zwei der Axen 
s',s,s', schneidet, entspricht eine Raumeurve vierter Ordnung 
mit einem Doppelpunkt in jenem Hauptpunkt, der andern Index 
als die beiden Axen hat. Diese Raumcurve vierter Ordnung hat 
s;, zur Sehne und enthält auch die beiden andern Hauptpunkte.* 


Um dies einzusehen, braucht man nur die Schnittpunkte der drei Ebenen, 
die den Hauptpunkten H, H,H, entsprechen, ferner die der Regelschaar, von 
der s’,s’,s’, Leitlinien sind, mit dem Kegelschnitt K’, zu betrachten. 

Wir sind damit in den Stand gesetzt, alle Constructionen von Raumcurven 
vierter Ordnung, von denen eine Sehne s,, ein Doppelpunkt z. B. H, und 
zwei andere Punkte H,H, gegeben sind, durch Combination der noch 
fehlenden Bedingungen auf andere meist einfache algebraische Probleme 
zurückzuführen. Wir brauchen nur die gegebene Verwandtschaft der Art 
zu construiren, dass die gegebenen Punkte H,H,H, die Hauptpunkte und 
die gegebene Sehne s, die singuläre Linie des Raumes & werden. Alles 
andere bleibt der Willkür überlassen. Wir werden dann nach Construction 
der Verwandtschaft die weiteren Bestimmungsstücke der Raumcurve vierter 
Ordnung nach dem Raume !%/ transformiren. In diesem Raume haben wir 
dann aus gegebenen Bestimmungsstücken einen Kegelschnitt oder deren 
mehrere zu construiren, deren Bilder uns alle Lösungen der Aufgabe 
liefern werden. 

Z. B. wenn eine Raumcurve vierter Ordnung zu construiren wäre, 
die in H, einen Doppelpunkt hat und von der noch eine Sehne s, und 
_ fünf Punkte H,H,P,P,P, gegeben sind, so haben wir nach angegebener 
Construction der Verwandtschaft P,P,P, nach X’ zu transformiren und 
daselbst den Kegelschnitt zu construiren, der durch P',P',P', geht und die 
beiden Axen s’,s’, schneidet. Das Bild dieses Kegelschnitts löst die Auf- 
gabe. Schliesslich füge ich noch hinzu, dass wenn der Kegelschnitt die 
Ebene berührt, die H, entspricht, dass dann der Doppelpunkt in einen 
Rückkehrpunkt übergeht. Wir haben somit ein Mittel zur Construction 
von Raumcurven vierter Ordnung, wenn unter anderen Bedingungen von 
diesen der Rückkehrpunkt H,, zwei Punkte H,H, und eine Sehne gegeben 
sind, gefunden. 

Betrachten wir das Bild einer beliebigen Ebene E des Raumes 2, so 
ist dies nach Früherem eine Fläche dritter Ordnung, die s' s',s’, enthält. 

” 

* Die Umkehr dieses Satzes ergiebt sich aus der Art der Fläche, die einer 
Ebene im Raume X’ entspricht. 
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Wir behaupten nun: z 

Einer Ebene des Raumes 2% entspricht 6 eine geradlinige Fläche 
dritter Ordnung, die ausser s',s,s', s', als. Doppellinie enthält. 

Um dies zu beweisen, suchen wir die Bilder der Geraden der Ebene E, 
die s, schneiden. Dies sind aber nach Früherem Gerade, die s’, und die 
Gerade ?’ schneiden, die dem Schnittpunkte von s, mit E entspricht. Sie 
bilden die Regelfläche dritter Ordnung. Einer beliebigen Geraden g der 
Ebene E entspricht ein Kegelschnitt, der nach Früherem s’, schneidet. 

Dieser Kegelschnitt bildet mit den Geraden s',t' die Leitlinien der 
Regelfläche dritter Ordnung, die E entspricht, d. h. dem Strahlenbüschel 
der Ebene E mit dem Scheitel (s,#) entsprechen die Geraden, die den 
Kegelschnitt und die Geraden s’,t' schneiden. 

Einer geradlinigen Fläche dritter Ordnung, die ausser 8,88, 
noch s’, als Doppellinie enthält, entspricht in X eine Ebene als 
eigentliches Bild. 

Denn jede Fläche, die durch eine der Geraden s',s',s',, z. B. s;s'; geht, 
hat zum uneigentlichen Bilde die Ebene (H;s,). Geht ferner eine Fläche 
zweimal durch s',, so wird eben so oft die Ebene (s,s,s,) als uneigent- 
liches Bild der Fläche auftreten. 

Einer beliebigen Ebene E’' des Raumes X entspricht eine 
Fläche zweiten Grades als eigentliches Bild, die s, und die 
Hauptpunkte H,A,H, enthält. | 

Denn jede solche Ebene Z' schneidet sS’, in einem Punkte, dem schon 
die Ebene (s,3,5,) entspricht, und s',s',s', in drei Punkten, denen Gerade 
durch H,H,H, entsprechen, die s, in drei Punkten schneiden. 

Einer Fläche zweiten Grades, die H,H,H, und s, enthält, 
entspricht in X’ als eigentliches Bild eine Ebene. 

Denn H; hat die Ebene (s';s',) und s, die Fläche zweiten Grades, von 
welcher s’,s’,s’, Erzeugende sind, zu Bildern. 
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Constructionen von geradlinigen Flächen zweiten Grades . 
und Raumcurven dritter Ordnung. 

Wir haben nun hinreichende Mittel zu Constructionsaufgaben gewonnen, 
und wir wollen, am letzten Satz anknüpfend, Constructionen von geradlinigen 
Flächen zweiten Grades vorerst geben. Da die zu construirende Fläche 
zweiten Grades als das Bild einer Ebene des Raumes X aufgefasst werden 
muss, so müssen von derselben stets eine Gerade s, und drei Punkte H, H,R, 
gegeben sein. Weitere Bestimmungsstücke können dann nach Belieben 
combinirt werden. Die Gerade s, werden wir dann als singuläre Gerade, 
H,H,H, als Hauptpunkte des Raumes &% annehmen. 


Die Axen und die Hauptlinie des Raumes X’ und die weitere 
Fixirung der Verwandtschaft bleibt in unserem Belieben. Wir werden 
nun die weiteren Bestimmungsstücke der Fläche zweiten Grades nach X 
transformiren und diejenigen Ebenen hier construiren,. deren Bilder uns 
die verlangten Flächen liefern. 

Aehnliches werden wir auszuführen haben, wenn es sich um die 
Construction von Raumceurven dritter Ordnung handelt, die s, zur Sehne 
haben und durch H,H,H, gehen. Die Bezeichnung soll der früheren 
analog sein. 

Wir skizziren einige Beispiele: 

Die Construction der Fläche F, (H,H,H,s,P,P,P,) redueirt sich auf 
die des Bildes der Ebene P',P',P',. 

Die Construction der Fläche F, (H,H,H,s,b, bB) reducirt sich auf 
die der Bilder der beiden Ebenen, die durch die Tangente von d’ in B’ 
gehen und den Kegelschnitt b’, berühren. 

Ganz ähnlich löst sich die Construction der Fläche F, (H, H,H, s,b,b, P). 
Wir haben hier vier Lösungen. 

Die Construction der Fläche F, (H,H,H,s,b,b,b,) reducirt sich auf 
die der Bilder der acht Berührungsebenen der drei Kegelschnitte ’,b',d',. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung (, (s,H, H,H, Pi, 1,) 
reducirt sich auf die der Bilder der vier gemeinsamen Geraden der beiden 
Kegel (P'V',) (P'}',). 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung (, (s,H, H,H,sl, 1,) 
reducirt sich auf die Auffindung der Sehnen von s', die U, und 7, 
schneiden. | 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung (, (s,H, H,H, Pix) 
ist zurückgeführt auf die der Geraden des Tangentenkegels (P'r’), die von 
}' geschnitten werden. Die Aufgabe hat acht Lösungen, denn die Schnitt- 
punkte von 2’ mit der Doppelebene, die von P’ zur Doppellinie geht, 
liefern keine Lösungen. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung (0, (s,H, H,H,sIr): 

Die Ebene des Kegelschnitts s’ schneidet = in einer Curve vierter 
Classe. Der Kegelschnitt 1’ schneidet letztere Ebene in zwei Punkten, von 
welchen je vier Tangenten an die Curve gehen, deren Bilder unsere Auf- 
gabe lösen. | 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung (0, (s,H, H,H,Pr, r,) 
reducirt sich auf die der gemeinschaftlichen Tangenten von P' an beide 
Flächen ',w',. Die Aufgabe hat, wie sofort folgt, sechszehn Lösungen. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung (, (s,H, H, H,sr, r,) 
reducirt sich auf die der Bilder der sechszehn gemeinsamen Tangenten, die 
sich in der Ebene von s’ an die Schnitteurven von z’,r’, ziehen lassen. 
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Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung (, (s,H, H,H,Pn?) 
redueirt sich auf die Construction der Haupttangenten, die von P’ an w' gehen. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung (, (s,H, H,H,sn?) 
reducirt sich auf die Construction der Bilder der drei Wendetangenten der 
Schnittcurve der Ebene des Kegelschnittes s’ mit der Fläche .. 

Auf ganz gleiche Art lösen sich die Constructionen der Raumcurven 
dritter Ordnung: 

C, (5, H,H,H,rıP), 0, (s,H,H,Hssrl), C, (s,H, H,H,bi) 

u. Ss. W. 


89. 
Constructionen von Flächen dritten Grades. 


Wir können nun schliesslich auch den Raum X’ zu Constructionen von 
Flächen dritten Grades, von welchen aber immer die Doppelgerade s’, und 
drei diese schneidende Gerade s',s’,s’, gegeben sein müssen, und zu Con- 
structionen von Kegelschnitten, von denen aber immer vier Secanten 
s',s’,s',s', gegeben sein müssen, von welchen s’, die drei übrigen schneidet, 
verwenden. Wir haben unsere Verwandtschaft nur der Art zu construiren, 
dass s’,s'’,s', die Axen des Raumes X, und s’, die Hauptlinie desselben 
Raumes werden. Die Axen des Raumes 2% unterliegen der Bedingung, 
sich in drei Punkten schneiden zu müssen. Wir haben dann die weiteren 
Bestimmungsstücke des in X zu construirenden Gebildes nach % zu trans- 
formiren und bier Ebenen oder Gerade zu construiren, deren Bilder die 
verlangten Lösungen liefern. Wir wollen einige Beispiele mit früher ana- 
logen Bezeichnungen geben. 

Die Construction der Fläche dritten Grades F', (s', . s1s’gs',P', P',v) 
besteht nach Construction der Verwandtschaft in der Transformation der 
Bestimmungsstücke P',P',b' in den Raum 2. Hier haben wir Ebenen zu 
construiren, die b berühren und durch P,P, gehen müssen. Da der Kegel, 
dessen Spitze einer der Punkte P,P, und dessen Leitlinie die Curve dritter 
Ordnung b ist, von der vierten Classe, so erhalten wir vier Ebenen, deren 
Bilder unsere Aufgabe lösen. 

Ganz ähnlich construiren sich die Flächen dritten Grades F', (8, 
#8 ds) und. Hl, (2, ed, 

Die Construction der Fläche dritten Grades F', (s',.s',s',s',h"P") ist 
zurückführbar auf die Construction der drei Schmiegungsebenen vom Punkte P 
an die Raumcurve dritter Ordnung h. Die Bilder dieser Ebenen werden 
dann gewiss durch P' gehen und # dreipunktig berühren. 

Die Construction der Fläche dritten Grades F", (s',.s',s',s',P', P',w',) 
redueirt sich auf die Construction der beiden Berührungsebenen, die sich 
von P,P, an die Fläche zweiter Ordnung r, legen lassen. 
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Setzt man statt P', eine zweite Berührungsebene w',, so hat man von 
P, die vier gemeinsamen Berührungsebenen an ,n’, und deren Bilder, 
die die Aufgabe lösen, zu suchen. 

Die Construction der Fläche dritten Grades F', ($', . s's'’gs';m’ n’,n',) 
reducirt sich auf die Construction der Bilder der acht gemeinsamen Be- 
rührungsebenen der drei Flächen zweiten Grades , 7, ,. 


S 10. 

Constructionen von rationalen Raumcurven vierter Ordnung. 

Bevor wir zu Constructionen von Kegelschnitten im Raume X’ über- 
gehen, wollen wir noch einige Constructionen von rationalen Raumcurven 
vierter Ordnung geben, um diese mit den folgenden Kegelschnittsconstruc- 
tionen in Verbindung setzen zu können. 

Wir behaupten vorerst: 

Einem Kegelschnitt des Raumes 2% entspricht eine rationale 
Raumeurve vierter Ordnung in X, die die Axen s’,s',s’, und die 
Hauptlinie s’, zu Sehnen hat. 

Dieser Satz folgt daraus, dass den Schnittpunkten des Kegelschnittes 
mit den Ebenen (s,%,5,) (H,s,) (H,s,) (H,s,) Punkte auf s’, s',s’,s’, des 
Bildes entsprechen. 

s', tritt zweimal als uneigentliches Bild vom Kegelschnitt auf, weshalb 
das eigentliche Bild eine rationale Raumcurve vierter Ordnung ist. 

Ferner gilt der Satz: 

Eine rationale Raumcurve vierter Ordnung, die s’,s',s',s’, zu 
Sehnen hat, besitzt zum eigentlichen Bilde einen Kegelschnitt. 

Denn eine solche Raumcurve hat mit Regelflächen dritter Ordnung, 
die s’, zur Doppellinie und die Axen s’,s’,s', enthält, nur zwei bewegliche 
Schnittpunkte, | 

Wir wollen diese beiden letzten Sätze zu Constructionen benützen. In 
allen diesen wird es uns nur möglich sein, rationale Raumcurven vierter 
Ordnung zu construiren, die s’,s’,s’,s', zu Sehnen haben. 

Aber es ergiebt sich sofort, dass wir es in der Hand haben, diese 
Sehnen zum Theil in Tangenten übergehen zu lassen. Denn betrachten 
wir die schon erwähnten Ebenen (s,s,8;) (H,s,) (H,s,) (H,s,), so ist klar, 
dass einem Kegelschnitt des Raumes 2, der mit einer oder mehreren dieser 
Ebenen eine Berührung hat, eine rationale Raumcurve vierter Ordnung 
entspricht, die mit den homologen Geraden s’, s',s',s', eine Berührung hat. 

Aber wir können nicht blos verlangen, dass die Sehnen in Tangenten 
der Raumcurve übergehen, wir können es vielmehr auch einrichten, dass 
die Raumcurve vierter Ordnung einen Doppelpunkt erhält und dass dieser 
auf einer der Axen s’,s’,s’, zu liegen kommt. Denn allen Punkten jeder 
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Verbindungslinie einer der Hauptpunkte H,H,H, mit irgend einem Punkte 
von s, entspricht ein und nur ein Punkt der Axen s',s’,s',. Legen wir 
nun den Kegelschnitt der Art, dass er eine solche Gerade zweimal schneidet, 
so muss das Bild desselben zwei Punkte in einem Punkte der Axen haben. 
Dies ist aber ein Doppelpunkt. 

Um zu Constructionen überzugehen, werden wir immer die gegebenen 
Geraden s',s',s',s',, die immer die Stelle von Sehnen der zu construirenden 
Raumeurve vierter Ordnung spielen, als Axen und Hauptlinie des Raumes X 
anzunehmen haben. Die weitere Fixirung der Verwandtschaft ist willkürlich, 
wie wir schon gesehen haben, nur müssen s, s,s, sich in drei Punkten schneiden. 


Wir wollen die Bezeichnungen festhalten, die bei Raumeurven dritter 
Ordnung gewählt wurden, nur soll ferner bedeuten: 
D's', einen Doppelpunkt auf s',, 
s'’? s'’?, Tangenten, 


s'® eine Tangente mit dreipunktiger Berührung. 


Die Construction der Raumcurve vierter Ordnung 0, (s', s',s’ss',s’P', P', P',). 
Wir transformiren s’P',P',P', nach dem Raume X und construiren hier in 
der Ebene P,P,P, durch diese Punkte und immer zwei von den Schnitt- 
punkten der Raumcurve dritter Ordnung s einen Kegelschnitt. Die Bilder 
der drei möglichen Kegelschnitte liefern die Lösungen der Aufgabe. Es 
ist leicht ersichtlich, dass fast auf gleiche Weise sich die Construction der 
Raumeurve vierter Ordnung (', (s',s’,s’,s',U,U/,P',P',P',) ergiebt. Wir 
erhalten neun Lösungen durch Lösung zweier Aufgaben dritten Grades. 

Die Construction der Raumeurve vierter Ordnung (, (s',s',s’,s'®,U'_P', P', P',) 
reducirt sich auf die von Kegelschnitten im Raume 2, die durch P,P,P, 
gehen, die Ebene (s,s,s,) berühren und einen der Schnittpunkte ihrer Ebene 
mit der Raumcurve dritter Ordnung / enthalten. Die sechs Lösungen sind 
auf eine Aufgabe vom dritten und drei vom zweiten Grade reducirt. 


Die Construction der Raumeurve vierter Ordnung & (ae 
verlangt vorerst die der drei Schmiegungsebenen, die sich von P an die 
Raumcurve dritter Ordnung s legen lassen. Wir haben dann Kegelschnitte 
zu construiren, die in je einem Schmiegungspunkte die Raumcurve s os- 
ceuliren, durch P gehen und die Ebene (s,5,5,) berühren. Wir erhalten 
sechs Lösungen. 

Die Construction der Raumcurve vierter Ordnung (’,(s',s',s’2,s'’?,P', P',P',) 
verlangt die von Kegelschnitten, die durch P,P,P, gehen und die Ebenen 
(H,s,) (8,8583) berühren. 

Die Construction der Raumeurve vierter Ordnung 0’, (s', s'’?, D's',s'?, P', P',) 
kommt zurück auf die der Kegelschnitte der Ebene (H4,P, P,), welche durch 
P,P, gehen und die drei Ebenen (H,s,) (H,s,) ($,5,5;) berühren. 
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Weitere Combinationen der Bestimmungsstücke ausser s’,s',s’,s', er- 
geben sich leicht, weshalb wir es mit diesen Beispielen bewenden lassen. 


Ss 11. 
Kegelschnittconstructionen. 

Wir gehen nun zu einigen Beispielen von Constructionen von Kegel- 
schnitten im Raume X’ über. Wir wollen Gerade, welche mit dem zu con- 
struirenden Kegelschnitt je einen Punkt gemein haben, mit s’,s’,s',s’,U, V,... 
bezeichnen. Die anderen Bezeichnungen sollen denen bei Curven dritter 
Ordnung analog sein. 

Die Construction des Kegelschnitts K',(s’,s’,s',s’,P',P',) redueirt sich 
auf die des Bildes der Geraden P,P,. 

Die Construction des Kegelschnitts K',(s', s'’,s',s’,1', U’, P") redueirt sich 
auf die der Geraden, die durch P gehen und /,!, schneiden. Dabei liefern | 
die Geraden PH,, PH,, PH, keine Lösungen. 

Die Construction der Kegelschnitte 

Kl lm), 

Kl sg lm r,), 

K',(d 8, msm,), 

K',(s 18,858 www ,m,) 
kommen darauf hinaus, die gemeinsamen Strahlen von vier Complexen zu 
bestimmen. Strahlen durch die Hauptpunkte geben keine Lösungen. 

Die Construction des Kegelschnitts K',(s',s’,s’,s,P'n’l') verlangt die 
Construction der gemeinsamen Geraden der beiden Kegel (Pr) und (P\), 
von welchen der erste zweiten und der zweite dritten Grades ist. Wir 
haben somit sechs Lösungen. 

Die Construction des Kegelschnitts K',(s',s',s’,s’,P'n’,',) führt auf 
die Öonstruction der gemeinsamen Strahlen der beiden Tangentenkegel 
von P an die Flächen zweiten Grades x,n,, deren Bilder die Aufgabe lösen. 

Wir wollen uns nun die Aufgabe stellen, Kegelschnitte zu construiren, 
die vier gegebene Sehnen s’,s’,s’,s’, einer rationalen Raumcurve vierter 
Ordnung schneiden.* s’, ist eine Transversale von s’,s’,s',. Um die Kegel- 
schnitte völlig zu bestimmen, wollen wir weitere Bedingungen combiniren. 
Wir haben gesehen, dass einer rationalen Raumcurve vierter Ordnung, die 
in unserer Verwandtschaft s’,s’,s’,s’, zu Sehnen hat, in X ein Kegelschnitt 
entspricht. Wir werden daher die gegebenen Sehnen der gegebenen ra- 
tionalen Raumcurve vierter Ordnung zu Axen und Hauptlinie des Raumes X 


* Siehe Lüroth’s Abhandlung: Eine Aufgabe über Kegelschnitte im Raume, 
Math. Annalen, Bd. 3, 
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der schon oft benutzten Verwandtschaft machen. Die anderen Bestimmungen 
derselben bleiben uns frei. Wir werden dann im Raume 2 Gerade zu con- 
struiren haben, deren Bilder uns die gewünschten Kegelschnitte liefern. 
Wir wollen einige Beispiele geben. Dabei führen wir folgende Bezeichnung ein: 


P',P',... Der Kegelschnitt K’, geht durch die gegebenen Punkte 

P' P',..., die nicht auf der Raumcurve liegen. 

C',C',; er enthält die festen auf der Raumeurve liegenden Punkte C', CO’... 
1 U,,s's',s';s',; er schneidet die festen Geraden !',l',, s',s'g8'35', 
einmal. 
l'?; er soll die feste Gerade }’ berühren. 
I ; er soll die feste Gerade !’ zweimal schneiden. 
C',; er soll die gegebene Raumeurve vierter Ordnung einmal schneiden. 
C'?,, er soll sie berühren. 
0,0 er soll sie zweimal schneiden. 
n,n',; er soll die gegebenen Ebenen w',n', berühren. 

Die Construction des Kegelschnittes K',(s',s’,s',s’,U?C',) reducirt sich 
auf die der Tangenten der Raumeurve dritter Ordnung !, die das Bild 
von C’, (wir wollen dies mit K, bezeichnen) schneiden. 

Die Construction des Kegelschnittes K',(s', s',s’,s'’, 11’, C',) reducirt 
sich auf die der Sehnen von /, die K, und /, schneiden. 

Die Construction des Kegelschnittes K', (s', s',s',s',C’,P',) löst sich durch 
das Bild der Geraden O,P. 


Die Construction des Kegelschnittes K',(s',s’,s',s’,'P'C',) führt auf 
die der gemeinsamen Strahlen der beiden Kegel (Pl) und (PK,). 


Die Construction des Kegelschnittes K', (s',s’,s',s',U'C'?,) führt auf die 
Aufgabe, die Tangenten von K, zu ermitteln, die / schneiden. Die Aufgabe 
sechsten Grades zerfällt in drei des zweiten und eine des dritten Grades. 

Die Construction des Kegelschnittes K',(s',s',s’,s'’,w’C'?,) verlangt die 
der Tangenten von K,, die auch x berühren. | 


Die Construction des Kegelschnittes K',(s',s',s',s'’,U, U,C',C',) reducirt 
sich auf die der in der Ebene von K, liegenden Geraden, welche /, und |, 


schneiden. 

Die Aufgabe neunten Grades reducirt sich auf zwei des dritten. 

Die Construction des Kegelschnittes K',(s',s',s',s', n’,C',C’,) führt 
auf die der gemeinsamen Tangenten der beiden Kegelschnitte, die die 
Ebene von K, aus den Flächen x, und r, herausschneidet. ; 
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Capitel IV. 
Dritter Specialfall. 


8 12. 


Wir gehen nun zu einem weiteren Specialfall® der Verwandtschaft 
über (s. lithogr. Tafel Fig. 3). 

Die Axen jedes Raumes nehmen wir windschief zu einander. Die 
singuläre Haupteurve (H’,) dritter Ordnung des Raumes X’ lassen wir in 
drei Gerade zerfallen. Dies erreichen wir, wenn wir drei Punkte irgend 
einer Geraden s’, des Raumes X’ drei beliebigen Transversalen der Axen 
des Raumes 2 zuweisen. Damit ist die Verwandtschaft festgelegt und es 
folgt aus früheren Betrachtungen, dass allen Transversalen der Axen des 
Raumes 2 eine Raumcurve dritter Ordnung entsprechen ınuss, von der 
aber hier drei Punkte in einer Geraden s’, liegen. Das heisst aber: Die 
Haupteurve (H',) dritter Ordnung des Raumes X’ ist in eine Gerade s’, und 
die beiden Transversalen zu s’,s’,s’,s',, die wir mit t',t', bezeichnen wollen, 
zerfallen. Denn die Transversalen t’,t', gehen durch zwei Punkte von s’,, 
denen auch zwei Transversalen von s,s,s,, wir nennen sie f,t,, entsprechen 
müssen. Daraus folgt aber, dass die Haupteurve (H,) dritter Ordnung des 
Raumes 2 aus Z,t, und einer diese schneidenden Geraden s, bestehen muss. 


Es ergiebt sich somit: 


Zerfällt die Hauptcurve dritter Ordnung in einem Raume in 
Gerade, so muss dies auch die des andern Raumes thun. 

Dabei spielen die Theile der zerfallenen Raumcurve ungleiche Rollen. 
Wir bezeichnen obige Theile s, und s’, mit Axen der betreffenden Räume, 
Ihren Punkten entsprechen die Transversalen von s’,s',s',, beziehungsweise 
die von S,SyS;. 

Die anderen Theile £,t,t',t', der zerfallenen Raumeurven sollen schlecht- 
weg die Transversalen der Räume genannt werden. Dabei entspricht jedem 
Punkte von {; die ganze Transversale ?{’; und umgekehrt. 

Jeder Punkt einer der Axen, z. B. s,, wird durch Ebenen von s, und s, 
und irgend einer Ebene von s, im Raume X fixirt. Daher entspricht einem 
solehen Punkte in X’ eine Gerade, die s’,s’,s’, schneidet. 


Daraus ergiebt sich: 

Jedem Punkte einer Axe eines Raumes entspricht im andern 
Raume eine Gerade, die die Axen des letzteren schneiden, die 
andere Indices haben als die Axe, auf welcher der Punkt liegt 
und umgekehrt. 


* Siehe Noether, Math. Annalen, Bd. 3, pag. 571. 
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Aus der Umkehrung des Satzes folgt dann, wenn man noch beachtet, 
dass jedem Punkte einer Transversalen von drei Axen ein Punkt einer 
Axe im andern Raume entspricht: 

Jeder Geraden des Raumes Z(X) entspricht in X’(X) eine 
Raumcurve dritter Ordnung, die s',s',s',s', (s]8538,) zu Sehnen hat. 

Jeder Ebene des Raumes X (X) entspricht eine Fläche dritter 
Ordnung, die die Axen ',s’,s',s', (88,535) des andern Raumes ent- 
hält. | i 

Ebenso gelten die Umkehrungen dieser beiden Sätze, wie leicht zu sehen. 

Legen wir durch die Axe s,(s',) eine Ebene E(E'), so kann dieser 
nur wieder eine Ebene als eigentliches Bild entsprechen. Denn der Ge- 
raden s,(s’,) der Ebene entsprechen die Transversalen von s',s’,s'; (515353), 
die eine Fläche zweiter Ordnung bilden. Das Bild der Ebene Z(E') ist 
somit in eine Fläche zweiter Ordnung und in eine Ebene zerfallen, von der 
wir behaupten, dass sie durch s’, (s,) geht. | ur 

E (E") schneidet die. Axen *,s,5; (s',s’,s’,) in drei Punkten, denen nach 
Früherem Gerade entsprechen, die s’,(s,) schneiden. s’,(s,) enthält somit 
von dem Bilde von E(E'), welches eine Ebene ist, drei Punkte, muss 
daher in demselben liegen. | 

Betrachten wir nun vier Ebenen durch s,: E,E,E,E, und schneiden 
diese mit einer Geraden g des Raumes %£, so erhalten wir vier Schnitt- 
punkte (E,g) (E,g) (E,g) (E,9). Diesen vier Schnittpunkten entsprechen vier 
Punkte (E',g)(E',gJ)(E',g’)(E',g') auf den entsprechenden Ebenen durch 
s',ı E'\E',E',E',. Sie liegen zudem auf einer Raumeurve dritter Ordnung g', 
welche das Bild von g ist, und die s',s’,s',s', zu Sehnen hat. Da nun 
nach der: Definition der Verwandtschaft: 

s: [(E,9) (Ey 9) (EB, 9) (E,g)I Rs: IE) (Er, I) (Erg) EuN)), 
wobei ö=1,2,3, so folgt aus der Projectivität der vier Ebenenbüschel 
mit den Axen s,°,°;5,, die die Punkte der Geraden g projiciren, die 
Projectivität der vier g’ projieirenden Ebenenbüschel mit den Axen s', s',s',s',, 
welche Sehnen der Raumeurve dritter Ordnung g' sind. 

Es ergiebt sich somit: 

Den Ebenen des Ebenenbüschels des Raumes X mit der 
Axe s, entsprechen die Ebenen des Ebenenbüschels mit der 
Axe s’, projectiv. | 

Jede Curve eines Raumes, welche eine oder mehrere Axen oder 
Transversalen desselben schneidet, hat in den Schnittpunkten Gerade zu 
uneigentlichen Bildern, weshalb die Ordnung des eigentlichen Bildes sich 
um die Zahl dieser Schnittpunkte erniedrigt. Wenn nun eine Gerade des 
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Raumes 2 beide Transversalen i,t, dieses Raumes schneidet, so entsprechen 
den Schnittpunkten die Transversalen t',t', und es ergiebt sich: 


Den Geraden des linearen Strahlensystems mit den Funda- 
mentalgeraden t,{, entsprechen die Geraden des linearen Strahlen- 
systems mit den Fundamentalgeraden t!,t', als eigentliche Bilder. 

Beachtet man die Transversalen von je drei der Axen S,5,535,, 80 
wissen wir, dass jedem Punkte einer solchen Transversalen ein Punkt 
einer der Axen s’,s’,s’,s’, des andern Raumes entspricht, und es ergiebt sich: 


Jeder Curve (, in 2 entspricht im andern Raume eine Curve 


C'3n, die 2nmal jede der Axen s’,s’,s’,s', schneidet. 


Jeder Fläche F, in X entspricht im Raume X eine Fläche F';,, 
die nmal durch jede der Axen s',s’,s',s’, geht. — Und analog im 
andern Raume. | 

Betrachtet man die Strahlen eines Strahlenbüschels, welches einen Punkt 
von t; zum Scheitel hat und die Punkte von f, projicirt, so ergiebt sich: 


Einer Ebene durch eine der Transversalen des Raumes {;, ent- 
spricht eine geradlinige Fläche dritter Ordnung, welche t'; zur 
Doppelgeraden und ?'; zur Leitlinie hat. 
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Allgemeines über Constructionsaufgaben. 


Wir gehen nun über zu Constructionsaufgaben von Raumcurven dritter 
und vierter Ordnung und Flächen dritter Ordnung, welche wir als die 
Bilder von Geraden, Kegelschnitten und Ebenen des Raumes X auffassen 
wollen. Es ist klar, dass unser dritter Specialfall auch Gelegenheit giebt, 
rationale Raumcurven vierter Ordnung als die Bilder von Kegelschnitten zu 
construiren, die zwei der Axen s,s,5,5, oder die zwei Transversalen Zt, 
von X, oder eine Axe und eine Transversale des Raumes schneiden. 
Schneidet der Kegelschnitt zwei der Axen, z. B. s,s,, so wird das Bild 
desselben aus den beiden Geraden, welche den Schnittpunkten des Kegel- 
schnittes mit den Axen s,s, entsprechen, ferner aus einem eigentlichen 
Bilde, welches als Rest eine rationale Raumcurve vierter Ordnung sein 
muss, bestehen. In unserm‘ Falle besteht das uneigentliche Bild des 
Kegelschnittes aus einer Transversalen zu s',s',s', und einer zu s',s',s',.. 
Da nun im Allgemeinen einem Kegelschnitte von 2 eine Raumcurve sechster 
Ordnung, die jede der Axen s',s’,s’,s', viermal schneidet, entspricht, so folgt 
in unserm Falle, wo letztere Raumcurve zerfallen ist, dass das eigentliche 
Bild des Kegelschnittes s’,s’, zu Doppelsehnen, s’, und s’, aber nur zu 
einfachen Sehnen hat. Dies ergiebt sich indess auch aus direeten Be- 
trachtungen sofort, 
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Schneidet hingegen der Kegelschnitt die beiden Transversalen des 
Raumes 2% {, und t,, so hat das eigentliche Bild aus gleichen Gründen 
s' s',s',s’, zu Sehnen, ?',t', zu Secanten. 

Wenn schliesslich der Kegelschnitt eine Axe und eine Transversale 
schneidet, z.B. s;, und i£,, so werden s’,s’,s’, Sehnen, ?', eine Secante und 
s', eine Doppelsehne des Bildes. 

Wir haben es somit in der Hand, solche Raumcurven vierter Ordnung, 
die zu vier Geraden s’,s’,s',s', und ihre beiden Transversalen ?',t', in obiger 
Beziehung stehen; durch weitere Bestimmungsstücke festzulegen und zu 
construiren. Dass die Zahl der Lösungen der gestellten Aufgaben voll- 
ständig ist, ergiebt sich wie früher, indem man zeigt, dass alle rationalen 
.Raumcurven vierter Ordnung, die den gegebenen Bedingungen genügen, 
Kegelschnitte zu Bilder haben. 

Der Umstand, dass das Bild einer ren. welche eine der Axen des 
Raumes oder eine der Transversalen i,t, desselben schneidet, ein Kegel- 
schnitt ist, ladet ebenso zu Constructionen ein. So entspricht z. B. einer 
Geraden, die s, schneidet, ein Kegelschnitt, der s’, zur Sehne, s’,s',s’, aber 
zu Secanten hat. Schneidet hingegen die Gerade eine Transversale des 
Raumes, z. B. {,, so entspricht der Geraden ein Kegelschnitt, der jede der 
Geraden t,s’,s’,s',s’, nur einmal schneidet. Also auch Kegelschnitte solcher 
Systeme sind uns nach Angabe weiterer Bestimmungsstücke zu construiren 
möglich. Indem wir die früheren Bezeichnungen so weit als möglich fest- 
halten, beginnen wir mit Constructionen von Raumcurven und Flächen 
dritter Ordnung, die s’,s’,s’,s', zu Sehnen haben, resp. enthalten. Aber 
auch bei Constructionen von Raumcurven vierter Ordnung und Kegelschnitten, 
die zu vier Geraden s’,s',s’,s', und ihren Transversalen in obiger Beziehung 
stehen, haben wir uns die Verwandtschaft so zu construiren, dass die Ge- 
raden s’,s',s’,s', die Axen des Raumes 2’ werden. 

Drei Axen des Raumes 2, die windschief zu einander zu liegen haben, 
können wir beliebig wählen. Dann weisen wir irgend drei Punkten einer 
der Axen des Raumes X’ drei beliebige Transversale der drei Axen des 
Raumes % projectiv zu. 

Damit ist nun die Vorweniltscheit festgelegt und wir werden die 
weiteren Bestimmungsstücke des zu construirenden Gebildes nach % trans- 
formiren, welche nun so transformirt Bestimmungsstücke jener einfacheren 
Gebilde sind, deren Bilder uns die Lösungen liefern. 
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Constructionen von Raumeurven dritter Ordnung. 


Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung 0’, (s',s',s',s’,P', P',) 
reducirt sich auf die des Bildes der Geraden P,P;,. 


EB 


Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung (, (s', s',s',s',s' P') 
reducirt sich auf die des Bildes der Sehne der Raumcurve dritter Ord- 
nung $, welche vom Punkte P gezogen werden kann. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung (', (s',s',s’,s’,s's*") 
reducirt sich auf die der sechs noch fehlenden gemeinschaftlichen Sehnen 
der beiden Raumeurven dritter Ordnung ss®. Die Bilder dieser sechs Sehnen 
geben uns die verlangten Lösungen. Wenn sich nur zwei der Sehnen, 
2. B. s's*' schneiden, so bestehen nur vier eigentliche Lösungen; zwei sind 
zerfallen. 

Denn jede eigentliche Lösung muss durch den Schnittpunkt von s’s*®' 
gehen. Betrachten wir aber ss®, so sehen wir, dass durch den entsprechenden 
Schnittpunkt (ss®) nur vier gemeinsame Sehnen gehen. Die übrigen beiden 
gemeinschaftlichen Sehnen ausser s,sg*3s, von ss® können daher nur zer- 
fallene Raumcurven dritter Ordnung zu Bilder haben. 

Es ist nun sehr leicht, die beiden zerfallenen Raumcurven dritter Ord- 
nung, von denen s’,s',s',s',s's*' Sehnen sind, direct zu construiren. Nennen 
wir die beiden Transversalen von s’,s’,s',s’, t',!',, so sind die beiden zer- 
fallenen Raumeurven dritter Ordnung: !!, mit dem Kegelschnitte in der 
Ebene s’ s#', der ts’, s’,s’,s’, und: !', mit dem Kegelschnitte in der Ebene s's*', 


15293 
der {’,s',s’,s’,s', schneidet. Die Bilder dieser zerfallenen Raumcurven liefern 


2410,83 
uns aber die noch fehlenden zwei gemeinschaftlichen Sehnen von ss®. Da 
nun zu diesen Bildern /, und /, gehören, so ergiebt sich: 

Zwei sich in einem Punkte schneidende Raumcurven dritter 
Ordnung haben ausser den vier gemeinschaftlichen Sehnen, die 
durch den Schnittpunkt gehen, noch sechs, die sich so verhalten, 
dass stets eine Transversale von vieren derselben eine fünfte 
schneidet. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung (', (s's',s',s',b' B") 
reducirt sich auf die des Bildes der Tangenten von b in 5. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung 0’, (s',s',s',s’,b'T) 
reducirt sich auf die der Bilder jener Tangenten von b, die von ! geschnitten 
werden. Die Aufgabe ist also zwölften Grades. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung 0’, (s', s',s',s'’, "ATI)FF 
reducirt sich auf die der Sehnen von s, die durch A gehen und / schneiden, 
Wir erhalten sechs Lösungen. 


+ Damit sind die beiden Sätze Cremona’s: „zwei Raumcurven dritter Ordnung 
haben zehn gemeinschaftliche Sehnen, und es giebt sechs Raumcurven dritter 
Ordnung, die sechs beliebige Gerade zu Sehnen haben“, auf einander zurück- 
geführt. 

++ s’A’ bedeutet eine Sehne mit einem Schnittpunkt A’ mit der zu construirenden 
‚Raumecurve dritter Ordnung. 


S 15. 

Constructionen von rationalen Raumeurven vierter Ordnung, 

Wir wollen nun einige Beispiele für Constructionen von Raumcurven 
vierter Ordnung als Bilder von Kegelschnitten des Raumes % geben, die 
zwei der Axen oder Transversalen des Raumes % schneiden. Wir wollen 
dabei die Bezeichnungen festhalten: s’s’;, sollen Sehnen der Raumeurve be- 
zeichnen, (35';) eine Doppelsehne, b’°,;, eine Tangente mit dreipunktiger 


Berührung, b',B'; eine Tangente mit dem Berührungspunkt derselben. P'; 
einen Punkt der Raumceurve, !';t'; einfach schneidende Gerade. Wenn U; 
als einfach schneidende Gerade der zu construirenden Raumcurve auftritt, 
so ist sie eine Transversale von den immer gegebenen vier Geraden s', s',s',s',. 
C', endlich soll bezeichnen, dass die zu suchende Raumcurve vierter Ordnung 
die Raumceurve dritter Ordnung CO’, zweimal schneidet. C', hat s',s',s',s', 
zu Sehnen. 

Die Construction der rationalen Raumcurve vierter Ordnung 0’, [(3s',) 
(38',) s',s',P',P',P',| ist eindeutig zurückgeführt auf die Construction des 
Bildes des Kegelschnittes, der durch P,P,P, geht und s,s, schneidet. 

Die Construction der rationalen Raumeurve vierter Ordnung C',[(38',) 
(35',) s',s',s’ C', P'] besteht zunächst in der der Ebene PC,.* In derselben 
haben wir dann einen Kegelschnitt, der durch P und zwei Schnittpunkte 
von s und jene von s,s, geht, zu legen. Die Bilder der drei möglichen 
Kegelschnitte lösen die Aufgabe. 

Die Construction der rationalen Raumcurve vierter Ordnung 0',[(35',) 
(3s',) s',s',b?B']| verlangt die des Kegelschnittes, der s,s, schneidet und 
die Raumcurve b in B oseulirt. 


Die Construction der rationalen Raumeurve vierter Ordnung (', 
(s' s',s'„s',t',t',P',P',P',) redueirt sich auf die des Bildes des Kegelschnittes, 
der durch PA,P,P, geht und it, schneidet. Auf ähnliche Weise lassen 
sich die rationalen Raumeurven vierter Ordnung O0’, (s,s’,s',s';t't',b,°B.), 


CHR PP, RB dere ohne ur 


8 16. 


Constructionen von Flächen dritter Ordnung. 

Wir gehen nun zu Constructionsaufgaben von Flächen dritter Ordnung, 
die die vier windschiefen Geraden s',s',s’,s', enthalten. Wir gebrauchen 
dabei die Bezeichnungen der früheren Constructionen und begnügen uns 
gleich früher mit einer blossen Skizzirung. 


* (©, bedeutet eine Gerade und ist das Bild der Raumcurve dritter Ordnung (”,, 
die s',s’,s’,s’, zu Sehnen hat. 


Die Construction der Fläche dritter Ordnung F', (s',s',s';s',P',P',P',) 
reducirt sich auf die des Bildes der Ebene (P,P,P,). 

Die Construction der Fläche dritter Ordnung F", (s',s',s’,s',b',P', P',) 
reducirt sich auf die der Bilder der vier Berührungsebenen von P,P, an 
die Raumcurve dritter Ordnung b,.. 

Die Construction der Fläche dritter Ordnung F', (s',s'’,s',s',b',b,P") 
reducirt sich auf die der Bilder der gemeinsamen Tangentialebenen der 
beiden Kegel vierter Classe (Pb,) (Pb,). 

Die Construction der Fläche dritter Ordnung F', (s',s',s',s’,b', b',b',) 
reducirt sich auf die der Bilder der gemeinsamen Berührungsebenen von b, b,b;. 

Die Construction der Fläche dritter Ordnung F',(s',s’,s’,s’,W.B") ver- 
langt die des Bildes der Schmiegungsebene von h* in B. 

Die Construction der Fläche dritter Ordnung F', (s', s’,s’,s',h _P') reducirt 
sich auf die der Bilder der drei Schmiegungsebenen, die von Pan h gehen. 

Die Construction der Fläche dritter Ordnung F',(s',s',s',s',P', P',=') 
reducirt sich auf die der Bilder der Berührungsebenen von P,P, an m. 

Die Construction der Fläche dritter Ordnung F",(s',s’,s’,s’,"' w',P') 
verlangt die der Bilder der gemeinsamen Berührungsebenen von P zu z,n,.. 
Aehnlich löst sich die Construction der Fläche dritter Ordnung F', (s',s',s';s', 


n, n,n,). 

Die Construction der Fläche dritter Ordnung F", (s' s',s',s',n’, h') redueirt 
sich auf die der Bilder der gemeinsamen Berührungsebenen der Tangenten- 
fläche von h und der Fläche dritter Ordnung z. Ebenso ergiebt sich die 
Construction der Fläche dritter Ordnung F",(s',s',s’,s',n’,b',b',) u. s. w. 


/ 


Capitel V. 


Vierter Speecialfall. 

s 17. 
Wir gehen nun zu einem weiteren Fall der Verwandtschaft über 
(s. lithogr. Tafel Fig. 4). Die drei Axen des Raumes X legen wir in eine 

Ebene und ebenso die des Raumes L.#* 
Der Ebene (s,s,5,), die wir mit s),, bezeichnen wollen, entspricht in 
> der Punkt $',,,. Ebenso entspricht der Ebene (s',s’,s',)=s',,, in Z 
ein Punkt, den wir mit Sj5, bezeichnen. Wir haben somit durch die 
Schnittpunkte der drei Axen und den Punkt, der der Ebene der Axen des 
andern Raumes entspricht, in jedem der Räume £ und X’ vier Punkte, 


* W bedeutet, wie früher, eine Haupttangente der Fläche F”,. 
** Vergl. Noether’s „Eindeutige Raumtransformationen“ in den Math. 
Annalen, Bd. 3. 


ee 


die ein Tetraeder, das Haupttetraeder des bezüglichen Raumes bilden, be- 
kommen. Wir wollen die Kanten des Haupttetraeders im Raume % mit 
$]8983548,5, bezeichnen. Und zwar sollen den Kanten s, S,S; respective die 
Kanten s,s,s, gegenüberliegen. Ganz analog soll dies auch im Raume 2 
gelten. 

Es ergiebt sich nun sofort: 


Zwei Kanten des Haupttetraeders, die sich nicht schneiden, 
entsprechen im andern Raume die mit gleichen Indices ver- 
sehenen Kanten, aber in verkehrter Reihenfolge. 

Jedem Punkte einer Kante entspricht im andern Raume 
die letzterer entsprethende Kante. 


Wenn wir jede Tetraederecke als einen Hauptpunkt und nach den In- 
dices der Kanten der gegenüberliegenden Fläche (5s;5.5,) mit S;x, bezeichnen, 
und jede Ebene der drei Kanten s;s,.s,;, eine Hauptebene nennen und analog 
im Raume X, so ergiebt sich: 


Jedem Hauptpunkt des einen Raumes entspricht im andern 
Raume die mit gleichem Index bezeichnete Hauptebene. 


Studiren wir das Bild einer Ebene E durch irgend eine der drei 
Kanten s,s,sg, 2. B. s,, so wissen wir, dass den beiden Hauptpunkten dieser 
Kante s, zwei Hauptebenen des andern Raumes entsprechen. Somit kann 
das eigentliche Bild der Ebene nur wieder eine, Ebene sein. E schneidet 
nun s, in einem Punkte, welchem die Kante s’, entspricht, somit geht Z' 
durch s',. 

Betrachten wir nun vier Ebenen durch s,, so entsprechen diesen vier 
Ebenen durch SE und da die ersteren vier Ebenen irgend eine Gerade, 
deren Bild in X’ eine Raumeurve dritter. Ordnung ist, die durch die Haupt- 
punkte geht, in vier Punkten’ schneiden, deren entsprechende von jeder 
der drei Axen s’,s’,s’, unter demselben Doppelverhältniss projieirt werden, 
als die Axen s,s,s, die ursprünglichen Punkte projiciren, so folgt, dass der 
Ebenenbüschel mit der Axe s, in X’ einen Ebenenbüschel mit der Axe s', 
zum Bilde hat, welcher mit ersterem projectiv ist. 

Es ergiebt sich somit: 


Jedem Ebenenbüschel des Raumes 2, welcher eine der 
Kanten dieses Raumes zur Axe hat, entspricht ein projectiver 
Ebenenbüschel mit der Kante als Axe, die mit ersterer gleichen 
Index hat, und umgekehrt. 


Suchen wir das Bild einer beliebigen Ebene E des Raumes %, so 
entsprechen den Schnittpunkten von E mit den sechs Kanten s, s,838,5,$ 
die sechs Kanten des andern Raumes, und da das Bild der uBepe >, 
Früherem eine Fläche dritter Ordnung ist, so folgt: 
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Einer beliebigen Ebene eines Raumes entspricht im andern 
Raume eine Fläche dritter Ordnung, die die sechs Kanten des- 
selben und somit die vier Hauptpunkte als Doppelpunkte enthält. 


Ebenso gilt die Umkehrung dieses Satzes: 


Einer Ebene durch einen der Hauptpunkte $;., entspricht 
im andern Raume ein Kegel zweiter Ordnung, der S'xı zur Spitze 
hat und die übrigen Hauptpunkte enthält. 


Betrachten wir das Bild einer beliebigen Curve des Raumes 2, so 
ergiebt sich, da jedem Schnittpunkte der Ourve mit einer Hauptebene der 
. entsprechende Hauptpunkt des andern Raumes entspricht: 


Einer Curve n‘® Ordnung des Raumes % entspricht eine von 
der Ordnung 3n in X, die die Hauptpunkte des letzteren Raumes 
zu nfachen Punkten hat, und umgekehrt. 

Einer Geraden des Raumes 2%, welche eine der Kanten des- 
selben schneidet, entspricht ein Kegelschnitt, der die zu letzterer 
entsprechende Kante einmal und die Kante des Raumes X, die 
mit der von g geschnittenen gleichen Index hat, in den Haupt- 
punkten schneidet. 

Einer Geraden g des Raumes 2, die zwei gegenüberliegende 
sich nicht schneidende Kanten schneidet, entspricht eine Gerade 
in &, die die beiden entsprechenden Kanten schneidet. 

Jeder Geraden durch einem der Hauptpunkte entspricht 
eine Gerade durch den gleichnamigen Hauptpunkt. 


S 18. 
Ueber Constructionsaufgaben. 

Wir wollen nun diesen Specialfall zu einigen Constructionen verwenden. 
Wir werden die vier Hauptpunkte des Raumes 2, da diese bei Constructionen 
von Raumcurven dritter Ordnung als Punkte, und bei Constructionen von 
Flächen dritter Ordnung als Doppelpunkte derselben immer auftreten, kurz 
mit H',H',H',H', bezeichnen, wo dann diese Buchstaben einfache oder 
Doppelpunkte bezeichnen, je nachdem sie bei Raumcurven oder Flächen 
dritter Ordnung benutzt werden. 

Da somit die Verwandtschaft nur Constructionen zulässt, wo H',H',H',H', 
in obiger Bedeutung vorkommen, so müssen also von einer zu construirenden 
Raumeurve dritter Ordnung stets vier Punkte und von einer zu construirenden 
Fläche dritter Ordnung stets vier Doppelpunkte gegeben sein. 

‚Wir werden dann immer diese vier Punkte im Raume X’ als Haupt- 
punkte wählen und die weiteren Bestimmungsstücke des zu construirenden 
Gebildes in X’ nach X transformiren, wo dann dieselben Bestimmungsstücke 
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et ee 


von zu construirenden Geraden und Ebenen werden, wodurch .eben die 
Aufgabe reducirt wird. Der Raum & muss der Verwandtschaft entsprechend 
fixirt werden. 


S19. 
Constructionen von Raumeurven dritter Ordnung. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung 0',(H', H',H',H',P', P',) 
reducirt sich auf die des Bildes der Geraden P,P,. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C', (H', H’,H',H',P's') 
redueirt sich auf die der Sehne von P an s. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C', (H',H',H',H', 

P'\',i',) besteht in der der einfachen Secanten von P zu !, und ,. Da 
die Geraden, die von P zu den Hauptpunkten von 2 gehen, keine wor 
geben, so haben wir nur fünf Lösungen. 
Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C', (H',H',H',H', 
P'V'') redueirt sich auf die der gemeinsamen Strahlen der Herden u (P ) 
und (Pr). Da durch die Hauptpunkte von X doppelt zu zählende gemein- 
same Strahlen der Kegel gehen, die keine Lösungen geben, so haben wir 
zehn Lösungen der Aufgabe. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung €’, (H', H',H',H',s' U’) 
verlangt die der Sehnen von s, die 2 schneiden und m berühren. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung 0’, (H',H',H',H',v’\) 
redueirt sich auf die der Tangenten von db, die } schneiden, wobei wieder 
diejenigen Tangenten auszuschliessen sind, deren Bilder zerfallen. 

Die Construction der Raumeurve dritter Ordnung C',(H', H',H',H',P'n'?) 
reducirt sich auf die der sechs Haupttangenten von P an n.*® 

Ist statt P' der Osculationspunkt von x’ gegeben, so hat die Auf- 
gabe nur zwei Lösungen. | 

Aehnlich redueiren sich die Constructionen der Raumcurven dritter Ord- 
Rung C' neh, H, Ein HN Pr m) ER ( N, ER: Fi. HN; p' N), 0); (MH, Hr HL, se 
ST Ta)ı c'(M, H' „Mr, He). 

Die Ooneirneeon der Raumeurve dritter Ordnung C',(H',H',H',H', 
',W,W,U',), wobei die vier gegebenen einfachen Secanten 1',1/,l',l', sich 
in einem Punkte schneiden sollen, reducirt sich auf die der gemeinschaft- 
lichen Secanten der Raumeurven dritter Ordnung 2, 1,/,l,, welche fünf Punkte, 
wovon vier die Hauptpunkte von %, gemein haben.** Es ist wohl leicht 
einzusehen, dass diese Aufgabe mit jener identisch ist, die die Construction 
‘ der ebenen Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt aus acht 


— 


* Siehe „Abzählende Geometrie von Schubert, pag. 180.“ Leipzig 1879. 
** Aus der folgenden Aufgabe ist ersichtlich, dass vier Raumeurven dritter 
Ordnung, die fünf Punkte gemein haben, zwölf gemeinschaftliche Secanten besitzen. 
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gegebenen einfachen Punkten verlangt. Denn wir können von letzteren 
acht Punkten drei 4',H',H', zu Hauptpunkten des Raumes 2’ nehmen. 
Dann nehmen wir irgend einen Punkt des Raumes & als ein Projections- 
centrum und projiciren die übrig gebliebenen fünf Punkte. In einem solchen 
Projeetionsstrahl nehmen wir den vierten Hauptpunkt des Raumes X an. 
Die weitere Construction der Verwandtschaft verlangt nur noch die Existenz 
von vier Hauptpunkten im Raume 2%, die nach Belieben gewählt werden 
können. Die Raumeurven dritter Ordnung nun, die die vier Hauptpunkte 
des Raumes X’ enthalten und die die vier noch übrig bleibenden Projections- 
strahlen zu einfachen Secanten haben, liefern als Projecetionen von jenem 
beliebig angenommenen Projectionscentrum die gesuchten ebenen Üurven 
dritter Ordnung. 


8 20. 


Ueber Constructionen von rationalen Raumcurven vierter Ordnung. 


Es ergiebt sich durch Speeialisirung: 


Einem Kegelschnitt des einen Raumes entspricht im andern 
Raum eine Raumcurve sechster Ordnung, die die Hauptpunkte 
desselben zu Doppelpunkten hat, und umgekehrt. 

Schneidet aber der Kegelschnitt zwei der Kanten des Haupttetraeders, 
z. B.s, und s,, so entspricht dem Kegelschnitte als eigentliches Bild eine 
Raumeurve vierter Ordnung, die S’,,, zum Doppelpunkt, S';,, S’j,; zu ein- 
fachen Punkten und s’,s’, zu Sehnen hat. Letzteres ist der Fall, weil s’, 
und s’, als uneigentliche Bilder vom Kegelschnitte auftreten. 

Wir haben es daher in der Hand, Raumcurven vierter Ordnung zu con- 
struiren, wenn von denselben der Doppelpunkt, zwei einfache Punkte, von 
welchen zwei sich schneidende Sehnen auslaufen, und weitere festlegende 
Bedingungen gegeben sind. Z. B. erhalten wir eine einzige Lösung, wenn 
von der Raumcurve vierter Ordnung noch weitere drei Punkte gegeben 
sind. Schneidet nun ein Kegelschnitt des Raumes & zwei gegenüberliegende 
Kanten des Haupttetraeders, z. B. s, und s,, so entspricht diesem, da s',s’, 
als uneigentliche Bilder auftreten, eine rationale Raumcurve vierter Ordnung, 
die durch die vier Hauptpunkte des Raumes X’ geht und die Kanten s’,s’, 
zu Doppelsehnen besitzt. 

Wir haben es somit in der Hand, derartige Raumcurven vierter 
Ordnung zu construiren. So ist z. B. die Üonstruction einer rationalen 
Raumcurve vierter Ordnung, wenn von derselben sieben Punkte mit der 
Bestimmung gegeben sind, dass die Verbindungslinie von zwei Paaren 
dieser Punkte Doppelsehnen sind, eindeutig und leicht zu ersehen, 
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8 21. 
Constructionen von Flächen dritter Ordnung. 


Wir wollen schliesslich noch einige Constructionen von Flächen 
dritter Ordnung mit vier Doppelpunkten H',H',H',H', kurz andeuten. 
Die Construction der Fläche dritter Ordnung F',(H', H',H',H',P',P',P',) 
redueirt sich auf die des Bildes der Ebene P,P,P;. a 
Die Construction der Fläche dritter Ordnung F', (H', H',H',H',v', vB") 
verlangt die der vier Ebenen, die durch die Tangente von b in B an die 
Raumeurve dritter Ordnung b, gehen. Die Bilder dieser Ebenen lösen 
die Aufgabe. 
Diesen Methoden analog lösen sich die Constructionen der Flächen 
dritter Ordnung: 
F',(H',H',H',H',P',P'b), 
F',(H',H',H',H',P'V,v,), 
PH HB Hann), 
F',(H',H',H',H',P',P'yr\,), 
F',(H',H',H',H',n, nr," ,) 
u.8. w. 


8 22. 
Ueber Kegelschnitteonstructionen. 


Dass sich mit dieser Verwandtschaft Kegelschnittconstructionen im 
Raume ausführen lassen, geht aus einem der obigen Sätze hervor, der 
über das Bild einer Geraden Auskunft giebt, die eine der Kanten schneidet. 
Immer müssen aber von dem zu construirenden Kegelschnitt zwei Punkte 
H;,H, und eine Secante s; gegeben sein. So z. B. sind Lösungen leicht 
ersichtlich, wenn von dem zu construirenden Kegeischnitte zwei Punkte 
und vier Secanten gegeben sind. Sie ergeben sich als die Bilder von 
Geraden, die eine der Tetraederkanten und drei Raumcurven dritter Ord- 
nung einfach schneiden. Letztere schneiden sich in vier Punkten, 


S 25. 


Schluss. 

Wir hätten nun, um eine vollständige Untersuchung der Verwandt- 
schaft der drei Paar Ebenenbüschel zu geben, die Axen der beiden Räume 
in die noch möglichen speciellen Lagen zu bringen und die dadurch ge- 
gebenen neuen Specialfälle zu untersuchen. 


Die drei Axen eines Raumes können folgende vier wesentlich ver- 
schiedene Lagen haben: 


u 


ro 


5. 
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Alle drei Axen liegen windschief. 


Zwei von den drei Axen 
Die drei Axen schneiden 
Die drei Axen schneiden 
Die drei Axen schneiden 


Wir haben die Fälle 1) und 3) in 
behandelt, es wären nun noch die Fälle 2), 4), 5) in X anzunehmen und 


schneiden sich. 

sich in drei Punkten. 
sich in zwei Punkten. 
sich in einem Punkte. 


den Räumen % und X ausführlich 


mit den Fällen 1) bis 5) in X’ zu combiniren, unı das Gebiet dieser Ver- 


wandtschaften zu erschöpfen. 


Alle diese Verwandtschaften bieten, wie die 


behandelten, so manche interessante Seite und zeigen sich durch ihre grosse 


Durchsichtigkeit zu Constructionsaufgaben und Untersuchungen von Curven- 


und Flächensystemen insbesondere sehr geeignet. Wir begnügen uns für 


jetzt indess mit dem Gegebenen und möchten nur auf letztere Specialfälle 
aufmerksam gemacht haben. 


x 
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